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Предложен подход для численного
решения уравнения конвективной
диффузии, использующий идею
расщепления по потокам и по-
строение разностных схем с яв-
ной организацией вычислений в
виде схем бегущего счета. Иссле-
дованы вопросы построения, ап-
проксимации и устойчивости яв-
ных разностных схем расщепле-
ния по начальным данным. При-
менение такого подхода к реше-
нию многомерных задач конвек-
тивной диффузии на многопро-
цессорных вычислительных сис-
темах с распределенной памятью
позволит в  значительной степени
сократить временные затраты.
 А.В. Гладкий, Ю.А. Гладкая,
2015
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Введение. Исследование процессов распро-
странения антропогенных выбросов про-
мышленных предприятий в атмосфере в пре-
делах крупных городов и прилегающих тер-
риторий вызвано необходимостью решения
прикладных задач экологии. Построение с
помощью экспериментальных методов трех-
мерных полей концентрации атмосферных
примесей и их динамики сопряжено с боль-
шими трудностями. Современные достиже-
ния вычислительной техники позволяют
проводить исследование уровня загрязнения
атмосферы на основе методов математиче-
ского моделирования [1 – 3]. Одним из пре-
имуществ таких методов является возмож-
ность построения прогнозов и развития,
например, аварийных ситуаций на промыш-
ленных предприятиях, сопровождающихся
выбросами загрязняющих веществ в атмо-
сферу.
Основой компьютерной технологии мате-
матического моделирования процессов пере-
носа загрязнений в атмосфере являются чис-
ленные алгоритмы для решения дифферен-
циальных уравнений в частных производ-
ных, которые учитывают диффузионный и
конвективный перенос [2 – 4]. Для много-
мерных нестационарных уравнений конвек-
тивной диффузии получили широкое распро-
странение методы расщепления по простран-
ственным координатам и по физическим про-
цессам [2, 4, 5].
В данной работе для численного решения
уравнения конвективной диффузии предла-
гается подход, использующий расщепление
по потокам и реализацию полученной схемы
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расщепления с помощью явных схем бегущего счета. Исследованы вопросы
аппроксимации и устойчивости разностной схемы расщепления с явной органи-
зацией вычислений.
Постановка задачи. Вопросы построения и исследования двухшаговой
схемы расщепления по потокам рассмотрим на примере одномерного уравнения
конвективной диффузии [2, 4]
( ) ( )C C Cu C f x
t x z z
            , ,x G (0, ]t T , (1)
с заданным начальным условием и однородным граничным условием первого
рода.
Здесь ( , )C x t – концентрация примеси, constu  – компонента вектора
скорости, 0( ) 0x      – переменный коэффициент турбулентной диффу-
зии,  – коэффициент трансформации примеси ( биохимического разложения),
учитывающий изменение концентрации,  0 ,G x l   ( )f x – функция,
характеризующая распределение источников загрязнения.
Схема расщепления. Представим u  в виде суммы ,u u u  
где
 0,5 0,u u u     0,5 0.u u u   
Пусть { : , 0, , }nt t t n n N N T        равномерная временная сетка
с шагом  между точками nt и 1.nt  Двухшаговую схему расщепления на диф-
ференциальном уровне получим, представив уравнение (1) в операторном виде
1 2( ) ,
C A A C f
t
                                                  (2)
где
1
1 ,
2 2
C CAC u C
x x x
             2
1 .
2 2
C CA C u C
x x x
            
Пусть для некоторого момента времени t  решение  уравнения (2) известно,
тогда для момента tˆ t    значение ˆ( , )C x t  можно представить с помощью
ряда Тейлора в виде
2( , )ˆ( , ) ( , ) ( )C x tC x t C x t O
t
     
2
1 2( , ) [ ( , ) ( , )] ( )C x t AC x t A C x t f O        
= 21 2[ ( )] ( , ) ( )E A A C x t f O       . (3)
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Рассмотрим теперь две вспомогательные задачи:
1
1 1 1
1 0, ( , ) ( , ),
2
C AC f C x t C x t
t
                                          (4)
2
2 2 2 1
1 ˆ0, ( , ) ( , )
2
C A C f C x t C x t
t
                                       (5)
с соответствующими однородными граничными условиями. Легко видеть,
что решения рассматриваемых задач (4), (5) в момент времени tˆ t    можно
записать в виде
2
1 1 1
ˆ( , ) [ ] ( , ) ( ),
2
C x t E A C x t f O     
2
2 2 2
ˆ( , ) [ ] ( , ) ( ).
2
C x t E A C x t f O     
Учитывая, что 2 1 ˆ( , ) ( , ),C x t C x t для решения второй вспомогательной
задачи имеем
2
2 1 2
ˆ( , ) [ ] ( , ) ( ).C x t E A A C x t f O                        (6)
Принимая 2ˆ ˆ( , ) ( , )C x t C x t  и сравнивая выражения (3) и (6), приходим к
утверждению, что решая последовательно задачи (4), (5) получаем решение
уравнения (2) в момент времени tˆ t   с погрешностью 2( ).O 
Для численного решения нестационарных уравнений (4), (5) в области ,G
 0G x l   введем равномерную разностную сетку
1{ : , 0, ; / },h h h ix x x ih i N h l N        
где h – множество внутренних узлов, h – совокупность граничных узлов.
Определим конечномерное гильбертово пространство hH  сеточных функций,
заданных на сетке h  и равных нулю на ее границе. Скалярное произведение
в hH  зададим соотношением
( )
( , ) ( ) ( ) ,
hx
x x h

      тогда норма
( , )    . Для самосопряженного и положительного разностного оператора
A  можно определить энергетическое пространство AH  со скалярным произве-
дением ( , ) ( , )A A      и нормой ( , )A A    .
В дальнейшем при исследовании нестационарных задач будем рассматри-
вать сеточные функции ( )nt дискретного аргумента nt   со значениями из
конечномерного пространства ,hH  т. е. ( ) .n ht H 
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Дифференциальные операторы 1 2,A A  будем аппроксимировать разност-
ными, используя для аппроксимации конвективных слагаемых схемы с направ-
ленными разностями. Тогда, например, оператору 1A на сетке h  можно поста-
вить в соответствие  разностный оператор
1 ( ( ) ) ,
2 2x xx
u a x       
где  – сеточная функция, и используются общепринятые обозначения теории
разностных схем [6]
1 1ˆ( , ) , , ( ) / ,n n n n nk n k k k t k kx t y y
                
1 1( ) / , ( ) / ,x k k k kxh h          
 1 1 1 1 1/221 1( ) ( ) ( ) , .x k x k k k k k k k k k kx xa a a a a a a ah h                 
Поскольку на решении дифференциальной задачи справедливо соотношение
2
21
1 1 1 2 ( ),2
u CC A C h O h
x
    
то легко убедиться, что неявная  разностная схема
1 1 11 1( ( ) ) 0
2 2 2
n n n n
t x xxu a x f
            (7)
аппроксимирует  уравнение (4) с первым порядком и является монотонной при
любых   и .h
Если в уравнении (7) оператор 1nx
  заменить соответствующим оператором
при ,nt t  то в результате на первом шаге схемы расщепления получим явную
разностную схему бегущего счета:
 1 1 11 11 1 .2 2 2n n n nt x k x k xu a a fh                (8)
Учитывая, что
   1 11 11 1n n n n n nk x k k x k k kx x x xa a a a a ah h             
( ( ) ) ,n nx kx xta x ah
   
уравнение (8) можно переписать в виде
 1 1 1 1 1( ) .2 2 2 2n n n nt x kx xtxu a x a fh            
ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РАСЩЕПЛЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ...
Компьютерная математика. 2015, № 1 7
Легко показать, что  2 11, ,nxt CC O hx t     поэтому основной вклад в погреш-
ность аппроксимации уравнения (8) 1 1 0,5C f    вносит слагаемое
 /O h . Точность результатов, получаемых при использовании разностного
уравнения (8), будет зависеть от соотношения шагов сетки.
Для исследования монотонности схемы (8), представим ее, следуя [6], в ин-
дексных обозначениях
1(1 τ / τσ / 2 γ ) nk ku h a
     
1
1 1 1 1(1 γ ) ( / γ ) γ 0,5 0,
n n n
k k k k k k ka u h a a f
 
              2/ (2 ),h  
откуда из условия положительности коэффициентов находим, что явная разно-
стная схема бегущего счета (8) монотонна при 22 / max .h  
Поступая аналогично, на втором шаге схемы расщепления для численного
решения уравнения
1 1 0
2 2 2
C C Cu C f
t x x x
               
можно получить явную разностную схему бегущего счета:
 1 1 111 1 .2 2 2n n n nt x k x k xu a a fh                     (9)
Обозначим
 1 1 11 11 ,2 2n n n n nx k x k xL u a ah           
 1 1 12 11 ,2 2n n n n nx k x k xL u a ah           
тогда, для реализации явной двухшаговой разностной схемы расщепления (8),
(9) можно воспользоваться следующим алгоритмом:
1 1
1
1 0,
2
n n
t L f    
1
( , ),n n nx t                                 (10)
2 2
2
1 0,
2
n n
t L f    
2 1
1,n n   21 1.n n                      (11)
Исследуем важное свойство устойчивости разностной схемы (10), (11)
по начальным данным. Рассмотрим сначала уравнение (10) или, что то же самое,
уравнение (8). Для этого воспользуемся принципом замороженных коэффициентов
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и преобразуем уравнение (8) с нулевой правой частью к каноническому опера-
торному виду
0,tB A                                                              (12)
где линейные операторы ,B A  действуют в гильбертовом пространстве .hH
Как известно [6], необходимое и достаточное условие устойчивости по
начальным данным двухслойной разностной схемы (12) с самосопряженными
положительно определенными операторами ,A B  означает выполнение опера-
торного неравенства
0,5 ,B A                                                           (13)
причем для решения однородного уравнения (12) справедлива оценка в энерге-
тической норме 1 , 0, .n nA A n N
   
Рассмотрим уравнение (8) при 0f  в виде
1 1 0,
2 2
n n n n
t x t xu h
                                            (14)
где .xx   Легко показать, что разностное уравнение (14) можно записать
в операторном виде (12), где  линейные операторы ,A B  действуют в сеточном
пространстве ,hH  и определяются формулами:
0 1 0 1, , , 0,5( ),2 2 2 xx x x
u hA A A A A u 

                     
1 0 1 11 , , .2 2 4 2 x
hB u B B B B B u
h
                                   
С учетом самосопряженности и положительной определенности операторов
0 0,A B , а также кососимметричности операторов 1 1, ,A B  условие устойчивости
(13) эквивалентно условию 0 00,5 .B A   Замечая, что
0 01 ,4 4 2
hB E u A         
запишем операторное условие устойчивости схемы разностной (14) в виде
0 01 .4 4 2 2
hE u A A          
Это условие всегда выполняется, поэтому на первом шаге расщепления разност-
ная схема (8)  равномерно устойчива по начальным данным.
Устойчивость разностного уравнения (9) исследуется аналогично.
Таким образом, для всех допустимых значений коэффициента диффузии
справедлива теорема.
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Теорема. Явные двухслойные разностные схемы бегущего счета (8), (9)
равномерно устойчивы по начальным данным в энергетической норме
0
.A
Заключение. Предложен подход для численного решения уравнения кон-
вективной диффузии, использующий идею расщепления по потокам и реализа-
цию полученных разностных схем с помощью явных схем бегущего счета. При-
менение такого подхода к решению многомерных задач конвективной диффузии
на многопроцессорных вычислительных системах с распределенной памятью
позволит в значительной степени сократить временные затраты.
А.В. Гладкий, Ю.А. Гладка
ПРО ОДИН МЕТОД РОЗЩЕПЛЕННЯ ДЛЯ РІВНЯННЯ КОНВЕКТИВНОЇ ДИФУЗІЇ
Запропоновано підхід для чисельного розв’язання рівняння конвективної дифузії, який вико-
ристовує ідею розщеплення за потоками і побудову різницевих схем з явною організацією
обчислень. Досліджено питання побудови, апроксимації та стійкості явних різницевих схем
розщеплення за початковими даними.
A.V. Gladky, J.A. Gladka
ABOUT A METHOD OF SPLITTING FOR CONVECTION-DIFFUSION EQUATION
Mathematical modeling of contaminants spread in the air based on convection-diffusion equation is
considered. An approach that uses the idea of splitting and construction of difference schemes with
explicit organization of computations is proposed. The problem of construction, approximation, and
stability by initial data of splitting schemes is investigated.
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